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摘要 

計算兩組符號排列間反轉距離的問題

在近十年引起計算分子生物學對於基因重

組問題的重視。給定兩個基因組，為含有

相同元素的符號排列，找出一組排列藉由

一連串反轉後，轉變成另一組排列所需的

最少反轉次數。我們提出新的演算法，不

需要複雜的結構，對兩組具有相同元素個

數的符號排列做反轉排序。 

關鍵詞：計算生物學；基因重組；反轉排

序；符號排列。 

Abstract 

Computing reversal distance of two 
signed permutations has given rise to 
computational molecular biology with 
regard to genome rearrangement in the 
recent  decade.  Given two genomes 
represented as signed permutations of the 
same elements, the problem consists in 
finding the minimum number of reversals 
that transforms one genome into the other. In 
this paper we present a new algorithm for 
the problem of sorting signed permutations 
by reversals without complex construction. 

Keyword. Computational biology, Genome 
rearrangement, Reversal sorting, signed 
permutations 

1、簡介 

 生物演化過程的建構是以基因重組為

基礎，在基因重組的方式中，反轉已證明

為最好的建構工具之一。計算兩組符號排

列(signed permutations)間反轉距離

(reversal distance)的問題在近十年引起計

算分子生物學對於基因重組問題的重視。

因為兩組符號排列的反轉距離對於不同物

種的演化關係及檢查基因序列的相似度是

很重要的。生物學家利用計算兩組符號排

列的反轉距離來評估基因組的演化距離以

建構物種祖先的基因組。 

基因序列經過反轉會改變基因組裡基

因的順序及方向，我們以整數 1, …, n 來表

示基因組裡的基因，以加號或減號來表示 

基因的方向，基因的順序及方向以符號排

列 P=(1, …, n)來表示。兩組符號排列間反

轉距離的問題是指一組排列藉由一連串反

轉後，轉變成另一組排列所需的最少反轉

次數。我們所探討的反轉距離是將一組排

列經過數次反轉後成為 identity signed 
permutation(簡稱 Id)：(+1, +2, …, +n)。 

在 1995 年，Hannenhalli-Pevzner(簡稱

HP)首先提出時間複雜度為多項式的演算

法來解決兩組符號排列間反轉距離的問

題，並提出一個雙重定理計算反轉距離

[7]。HP 理論將符號排列擴大為 2n 個符

號，並以 breakpoint graph 來表示，此圖是

由圓圈(cycle)及連通的元件(connected 
components)所組成。  

HP 理論是複雜的，它將 breakpoint 



graph 所形成的結構區分為 hurdles、
superhurdles 和 fortresses；HP 所提的多項

式演算法，時間複雜度為 O(n4)。 

另外，在[6]中定義特定的排列種類，

使用其演算法以線性時間計算出反轉距

離，他們的方法不須以HP理論為基礎；並

應用於計算人類、大鼠和小鼠的X染色體

之間的反轉距離。他們將符號排列區分為

三種，依各種符號排列所需的時間複雜度

由小到大順序為O(n)、O( nඥnlogሺnሻ )、
O( 2k×nඥnlogሺnሻ)。 

在[2]中提出簡單的演算法計算出反

轉距離，其演算法所需的時間複雜度為

O(n)，它是以一個PQ-tree來表示一個符號

排列的各種特徵，並以不同的參數表示

hurdles、superhurdles和fortresses，利用這

些參數簡化HP所提出的雙重定理。 

在這篇文章中我們以 A. Bergeron.等
人的理論[2]為基礎提出簡單的演算法對

含有 n 個元素的符號排列做反轉排序，我

們的演算法不需要複雜的結構，只需要利

用 elementary interval 作反轉，它可用於大

多數的符號排列，而且生物基因序列所產

生的符號排列幾乎都可以利用此結構作反

轉排序。 

在下一個章節，我們會介紹符號排

列、反轉距離和 elementary interval 的定

義，以及 elementary interval 的一些特性。

第三個章節呈現我們的演算法，提出相關

證明，應用 elementary interval 的結構來做

反轉排序。在第四個章節以我們的演算法

做出結論。 

2、基本定義 

2.1 signed permutation and reversal distance 
符號排列是指一組排列以整數{0, 1, 

2, …, n}來表示每個元素，且每個元素都具

有符號。假設一個排列含有 n 個元素，我

們給定此排列的起點為 0，以 n+1 結尾，

例如：P = (0 -3 5 2 -4 1 6)；Id = (0 1 
2 …n+1)。點(point)是指排列中一對連續的

元素，例如：0 · -3 和 -3 · 5 是 P 的前兩個

點。相鄰點(adjacency)意指點是由 i · i+1
或-(i+1) · -i 所構成的；否則就稱為間斷點

(breakpoint)，例如 P 裡面的-3 · 5 和 5 · 2。
上述例子中的 P 裡面所有的點都是間斷

點。 
符號排列的區間(interval) [i, j]ك[1, n] 

(i < j)反轉後，以ρi, j=(0 … i-1 -j … -i j+1 … 
n+1 )表示。那麼P · ρi, j表示P在interval [i, j]
作反轉，改變[i, j]所有元素的順序及符號： 

P · ρi, j = (P0 … Pi-1 -Pj … -Pi Pj+1 … Pn+1). 

排列 P 的反轉距離，以 d(P)表示，意

指將 P 轉變成 Id 所需的最少反轉次數(圖
1)。 

 
(圖1) 對P = (0 2 -5 -4 -3 -1 7 6 8)作反

轉排序，其d(P) = 5：(2 -5 -4 -3 -1)，(3 4 5 

-2)，(-5 -4 -3 7)，(-7 3 4 5 6)，(-6 -5 -4 -3)。 

2.2 Elementary intervals 
 首先將符號排列P以另一種不具符號

的排列來表示，我們給定P的每個元素一

個左邊點及一個右邊點。每對不具符號的

元素(k, k+1)，0 ൑ k ൑ n用一個

elementary interval Ik來表示，interval的端

點為： 

(1) 若k為正數，則 Ik 的端點為k的右邊

點；否則為k的左邊點。 



(2) 若k+1為正數，則 Ik 的端點為k+1的左

邊點；否則為k的右邊點。 
所以元素k和k+1都是elementary interval Ik

的端點(圖2)。 

 

(圖2)  I0, I1, … ,I4為P = (0 -2 -1 4 3 5)的

所有elementary interval。 

 兩個elementary interval的端點相遇之

處為間斷點，如圖2之虛線。elementary 

interval Ik所包含的端點有以下三種情況： 

(1) 同時具有端點k和k+1，如圖2，I3； 

(2) 只包含其中一個端點k或k+1，如圖2，

I0、I2； 

(3) 兩者均不包含，如圖2，I1、I4。 

此外，若elementary interval的兩個端點為

相同時，即是相鄰點，如圖2，I1。 

elementary interval依其端點的符號分

為兩種： 

(1) Oriented elementary interval：interval

的兩個端點符號不同，如圖2，I0、I2。 

(2) Unoriented elementary interval：

interval的兩個端點符號相同，如圖2，I3、

I4。 

在反轉排序的問題中，Oriented 

elementary interval是比較重要的，因為它

可以產生相鄰點。 

Lemma 1.[2] 反轉一個Oriented 

elementary interval會使得符號排列出現相

鄰點 k · k+1 或 -(k+1) · -k。 

如圖2，I0反轉： 

 

產生相鄰點0 · 1。 

 將一組符號排列以elementary interval

表示時，可將其結構作劃分，以圓圈(cycle)

的形式呈現。圓圈意指一連串的點b1, 

b2, … , bk所形成，這些點就是elementary 

intervals的端點[2]，如圖2是由兩個圓圈所

構成，分別是：I0、I2、I3、 I4的每個端點

和I1的端點。 

Lemma 2 [2] 若P的所有elementary 

interval皆是Oriented，則d(P)=n-c，其中c

是指cycle個數。 

 

Lemma 3.[2] 反轉一個Unoriented 

elementary interval會產生Oriented 

elementary interval，且符號排列的cycle個

數不變。 

 

Theorem 1.[2] 一組排列P由{0, …, n}所組

成，有c個cycles，其Tp tree有最小的cost t， 

則反轉距離： 

d(P) = n-c+t. 

因此，cycle個數會影嚮reversal distance，

有關Tp的說明請參考[2]。 

3、演算法 

在此章節，呈現完整的演算法，以符

號排列的 elementary intervals 結構來運

作。由於每個符號排列 elementary intervals
的組成不盡相同，有些不含任何的



Oriented elementary intervals；因為 Id 只有

相鄰點，所以我們利用 Oriented elementary 
intervals 的反轉來產生相鄰點。我們的演

算法中將相鄰點視為一個點而非一個

interval。 

排序演算法： 
輸入：一組 n 個元素的符號排列 P。 
輸出：P 的反轉過程；最後以 Id 結束。

1: S ← Interval(P) 
2: R ← ∅ 
3: while( S≠∅) 
4:   OS ← Oriented(S) 
5:   if( OS==∅) then 
6:     I ← Max_Overlap(S) 
7:   else 
8:     for each OI[i] in OS 
9:       OR[i] ← Reversal( P, OI[i] ) 

10:     I ← Safe(S, OS, OR) 
11:   R ← R+I 
12:   P ← Reversal(P, I) 
13:   S ← Interval(P) 
14: end while  
15: Output(R) 

在演算法第一行，先求出排列 P 的所

有 elementary intervals 儲存於 S，我們以傳

統的排序方式先將 P 的內容按照無符號

(unsigned)方式排列由小到大排序，因為 P
的元素為連續的整數，所以可以利用 Hash 
table 的方式找出所有的 elementary 
intervals，因此時間複雜度為 O(n)。Interval
最多有 n+1 個，即 I0, I1, … , In。在第二行

中，給定一個集合 R 用來紀錄反轉過的

intervals。第三行到最後一行，由於最後的

排列為 Id，Id 不含任何的 interval，所以作

為 while 迴圈的終止條件；由 Lemma 1 及

Lemma 3 可知此迴圈最多執行 2n 次；在

第四行找出排列 P 的所有 Oriented 
elementary intervals 以利我們做反轉之

用。如果排列 P 不含任何 Oriented 
elementary intervals，則我們任意挑選一個

Unoriented elementary interval 與其他的

interval 有 overlap，且 overlap 的個數最

多，將之做反轉，以產生 Oriented 
elementary intervals 來增加相鄰點；重疊

(overlap)意指一個 interval 與其他 interval
有部分區域相同，否則就稱為 commute(圖
3)；commute 有三種情況(圖 4)(假設有兩

個 interval a、b)： 

(A)

a
b

c

(B)

a
b

 

(圖 3) (A)a 與 b 是 overlap；(B)a 與 b、
c 是 commute。 

 
(圖 4) a 與 b 是 commute，則：(A)a 包

含 b；(B)a 與 b 不相交；(C) a 包含於 b。
由 Lemma 3 可知，反轉任一個 Unoriented 
elementary interval，可得到新的 Oriented 
elementary intervals，且不會再額外增加

reversal distance (因 cycle 個數不變)。 
第八行到第十行採用暴力法找出最好

的 Oriented elementary intervals，如果排列

P 含有 Oriented elementary intervals 則我們



以 Link List 為資料結構，每個 Node 代表

P 的一個元素，指標則代表每個元素的符

號，將每個 interval 都做反轉，將反轉後

的排列儲存，因此反轉的時間複雜度為

O(1)；第十行判斷每個 interval 反轉後的排

列，哪一個是最好的反轉，所謂最好的反

轉為： 
(1) 反轉後的每個排列中所含的 interval

個數為最少，且含有 Oriented 
elementary intervals； 

(2) 反轉後的每個排列中沒有 Oriented 
elementary intervals，則選擇 interval
個數最少的。 

根據上面兩種情況挑選出最好的反轉。 
我們的演算法所需的時間複雜度為

O(n3)。 

Safe(S, OS, OR): 
Min1 ← Min2 ← |S| 
X1 ← X2 ← -1 
for i ← 0 to |OS| 
  M ← Interval(OR[i]) 
  T ← Orinted(M) 
  if( Min1 >= |M| and T≠∅) 
    Min1 ← |M| 
    X1 ← i 
  else if( Min2 >= |M| ) 
    Min2 ← |M| 
    X2 ← i 
if (X1 == -1) 
  I ← OR[X2] 
else 
  I ← OR[X1] 
return I 

4、結論 

生物演化是以基因重組為基礎，其中

又以反轉為演化過程最好的建構工具。在

這裡我們提出新的演算法，描述如何利用

elementary intervals 來做反轉排序，它不需

要複雜的結構。在未來仍有一些問題需要

考慮，演算法時間複雜度之改善，另外，

由於生物的基因序列所產生的符號排列，

少部分無法利用 elementary intervals 做反

轉排序，此類符號排列所形成的 breakpoint 
graph 為 fortresses 的結構[7]，因此希望針

對此類排列做進一步的探討。 
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